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Teil 1
Einleitung

1 Einleitende Worte

Vor Thnen liegt ein n-seitiges (n=77) Werk, welches im Laufe eines Jahres von den im Einband
genannten 6 Mathematik-Studenten bei diversen gemiitlichen Treffen entstanden ist.

TDA ist wie Algebra: Man hat eine Aussage, die es zu beweisen gilt; was tun? Man definiert
sich alle Hilfsmittel so, dafl es am Ende pafit. Eigentlich ist dies das Grundprinzip der TDA,
aber ist dies nicht einfach nur Mathematik???

Am Anfang war da eine wunderschéne Kneipe, drei angetrunkene Studenten und die Idee,
jeder komplexen Zahl einen Baum zuzuordnen. Schon war die erste Theorie geboren: Walder

in €.

Durch die Verbreitung dieser Idee wurden auch andere Studenten dazu animiert, sich eben-
falls mit Themen zu beschéftigen, in denen Kreativitdt, mathematisches Denken und der
Hang zum Schwachsinn erforderlich waren.

Das ”Gratuliertenkolleg Frauenstrafie” war geboren!

Da ein Stoff dieser GroBenordnung (und dieses Anspruchs) ohne eine gewisse Verbreitung
verschenkt wére, kam das néchste grofie Vorhaben:

Eine Vorlesung mufite gehalten werden!

An dieser Stelle ein Dank an Herrn Dr. Rainer Briiske und Herrn Dr. Gerd Claus am Fachbe-
reich 15 der WWU Miinster, die uns nicht nur einen Raum sondern auch noch eine offizielle
Riickmeldenummer zur Verfiigung stellten.

Auf den néchsten Seiten finden Sie die Ankiindigungen dieser Vorlesung, wie sie im Sommer-
semester 1994 und 1995 im offiziellen Vorlesungsverzeichnis des Fachbereichs Mathematik zu
finden waren. Die Vorlesungen, welche auch mit Ubungen abgehalten wurden (Aufgaben u.a.
im Anhang), fanden sehr viel Anklang, so daff auch noch weitere Seminare und Vorlesungen
dieser Art an der WWU Miinster in Planung sind.

Denn die Menge an mathematischem Schwachsinn ist unbeschrankt (d.h. nach oben offen).

Haben Sie sich nicht schon immer einmal gefragt, was eigentlich Primbiber sind?
Auf diese und alle anderen Fragen dieser Art finden Sie die Antwort in dem nun folgenden

Werk. Viel Freude dabei wiinschen

die durchweg simseligen Griindungsmitglieder des "Gratuliertenkollegs Frauenstrafie’

Miinster, im November 1998.



2 ANKUNDIGUNGEN ZUR TDA I/IT

2 Ankiindigungen zur TDA I/1I
Prof. Dr. W. Nathan

Vorlesung: Topologische Differentialalgebra I
Veranstalter: Ringvorlesung
Ort/Zeit: Mittwoch 13-15h, M6 (Beginn: Mi, 20.04.94)

Vorkenntnisse: LA I, Infini I/T1, niitzlich waren ferner Grundkenntnisse in
Topologie und Algebra

Studiengang: Diplom: G/H, Sek I/II: H (nicht auf die Fachdidaktik an-

rechenbar!)

Leistungsnachweise: Ubungen vierzehntigig nach Absprache; es kann ein Ubungs-
schein durch Losen von Aufgaben erworben werden.

Inhalt: Die TDA beschéaftigt sich u.A. mit n-dimensionalen kom-
plexen Mannigfaltigkeiten und untersucht Gemeinsamkei-
ten verschiedener Topologien auf ihnen mit Hilfe algebrai-

scher Methoden.

Interessantestes aktuelles Forschungsergebnis ist der Be-
weis der Barth-Vermutung durch Wilhelm Wirr im Jahre
1989. Die Barth-Vermutung besagt, daf} die holomorphen
17-faltigkeiten, ausgestattet mit der Zorc-Topologie (dort
sind die abgeschlossenen Mengen gewisse hohle Mengen),
eine abelsche Kategorie Hy; bilden, die dquivalent zur Ka-
tegorie Wyr der komplexen Wélder der Dimension 17 ist.
Dabei ist ein komplexer Wald ein Gebiet in €, in dem
jedem Punkt ein (haufig bindrer) Baum zugeordnet wird.
Es hat sich in der letzten Zeit bestatigt, daf} sich sehr viele
topologische und zahlentheoretische Probleme mithilfe der
W, 16sen lassen, wie etwa die beriihmte Riemannsche Ver-
mutung. Allerdings gilt die Aquivalenz von W, und H, nur
firn=24+1mitk=2" mitm & IN, mit Ausnahme von
m = 0,1, was natiirlich n = 17 besonders auszeichnet.

Hier wird dann auch auf die hohlen Mengen eingegangen,
welches Teilmengen P eines metrischen Raumes X sind,
die in ihrem eigenen Rand enthalten sind, etwa die Sphéaren
S,, oder reelle Intervalle in €. Das ist etwa fir die triviale
Metrik oder X endlich besonders interessant.

Weitere Themen der Vorlesung sollen sein:

Dopplerraum-Theorie, Bewirtungstheorie im Lokalen, Ne-
benideale und Polynomdivision in Rishon-Le-Zion-Ringen,
Hamomorphie-Satz, Kirk-Gruppen, Theorie der Indexver-
schiebungen, Papst-Zahlen und Papst-Matrizen, Hauptsatz
fiir endlich erzeugte simonsche Inseln, Partial-bruch-Zerlegung,
LI-Gruppen.

Anschluflveranstaltung: Topologische Differentialalgebra IT im SS 1995
Seminar iiber Quaternionen-Walder im WS 1995/96



2 ANKUNDIGUNGEN ZUR TDA I/IT

Literatur: Barth, H., Holomorphic 17-folds, Vancouver 1988

Bourbaki, N., Topological Differential Algebra, Ch. I-TV,
Hermann, Paris 1983

Heesterbeek, J.A.P., Das Fegefeuer-Theorem, Verlag (die)
Libelle

Lang, S., Introduction to Topological Differential Algebra,
Addison-Wesley 1988

Rrhoide, H., Topological Differential Algebra, Seattle

Siegel, Meromorphe Funktionen auf kompakten analyti-
schen Mannigfaltigkeiten, Gottingen

Wirr, W., On the Barth-conjecture in the case of n = 17,
Ulm 1990

Zariskie, O., Collected Papers, Cambridge

Prof. Dr. Johann Gambolputty ... of Ulm

Vorlesung: Topologische Differentialalgebra IT
Veranstalter: Ringvorlesung
Ort/Zeit: Mittwoch 13-15h, M3 (Beginn: 2. Semesterwoche)
Vorkenntnisse: LA I/IL, Infini [/II, (FT I), Grundlagen der TDA T (SS 94)

(etwa bis zur Garkorpertheorie)
Studiengang: Diplom: G/H, Sek I/II: H, P: K17/42 (nicht auf die Fach-
didaktik anrechenbar!)

Leistungsnachweise: Durch regelmifiige passive Teilnahme an der Vorlesung,
Losen der Ubungsaufgaben und Bestehen einer Klausur,
wahlweise durch Halten eines akzeptablen Vortrags (vor-
herige Anmeldung erforderlich)

Vorbesprechung: (inshesondere fiir interessierte Referenten) 17. Januar 1995,

17 s.t., SRO

Inhalt: Nachdem sich die TDA I mehr mit der algebraischen Seite
beschaftigte (Fegefeuer, Papstmatrizen, Garkorpertheorie,
Ringe ohne 17), soll nun in der TDA II der topologisch-
differenzierbare Aspekt im Vordergrund stehen. Geplant
sind:
eine Einfithrung in die Theorie registrierkassenberechenba-
rer Funktionen, deren Werte Rechnungen sind, kompostier-
bare und hohle Mengen, Weltentheorie, Funktionaldkologie
(d.h. Wilder in €, meromorphe Fortsetzungen auf Lichtun-
gen, die Kurpfélzsche Integralformel fiir geschlossene Wald-
wege, ...), mathematische Psychologie (Ketten-/ und CW-
Komplexe), mathematische Zoologie (z.B. Satz vom Igel,
Schlangenlemma, Schmetterlingslemma), Heterologietheo-
rie, Schonheitsideale in Rettungsringen, regelméflige Ver-
ben in kontextfreien Sprachen, mathematische Sexualitit
am Beispiel vollkommener Kérper (bei Gruppensex mit
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Literatur:

Abel sind Ober- und Unterkorper vertauschbar), Extreme
in Lokalen mit Nebenbedingungen und Satz fiir kompli-
zierte Funktionen, Matratzentheorie, Parteipolitische An-
wendungen des Basisergdnzungssatzes (”freie Demokraten
sind Basisdemokraten”, "der RCDS ist kein Ring, die Juso-
HSG hingegen eine abelsche Gruppe”), Fixpunktsétze fiir
Telefonbiicher, Zusammenhang zwischen Tor! und Ext! und
der Sportschau, Satz von Prost, Model-Formen (doppelt-
periodische Models, das Fundamentalpaar, spezielle Fun-
damentalbereiche von Models, die Gewichtsformel), ...

Weiterhin gibt es auch einige Exkurse in die Randgebiete
der TDA:

Bier-Splines, frigide Analysis, lethale Kohomologie, Belie-
bigkeitstheorie, Primatenlogiken, der Beweis des Lemmas
van Damme, Gauloises-Gruppen, ...

Nathan, W., TDA T (Skript), WWU Miinster SS 1994

Nathan, W., Lineare Algebra I,IT ; Algebra LII ; Alge-
braische Zahlentheorie (B.1.V.)

Lang, S., Topological Differential Algebra, Addison-Wesley
1991

Zariski, Oscar, CW-Complexes of Manta-Drivers, Har-
vard 1987

Kleene, Nfth., Indizes registrierkassenberechenbarer Funk-
tionen, Cambridge 1742

Telekom, Telefonbuch der Stadt Miinster 1994 /95



Teil 11
Wilder in der komplexen Ebene

von Uli Gebhardt, Raphael Richter und Elmar Simon

Durch die Wélder entstand zwar die Grundidee zur TDA, im Sommersemester 1994 je-
doch wurden sie noch nicht erwéhnt. Definitionen wurden verworfen, wieder aufgegriffen,
verdndert, und es dauerte nahezu ein Jahr, bis ein Grundstock an zu beweisenden Satzen
entstanden war, zu denen nur noch die Definitionen, Lemmata und Beispiele fehlten.

Bald jedoch sprudelten die Ideen nur so, und die Walder entwickelten sich zum zentralen
Bestandteil der TDA.

Unter anderem wurde die Frage nach den Primbibern beantwortet.

An dieser Stelle mochten wir uns auch bei Herrn Prof. Dr. H.A. Hamm (Uni Miinster)
bedanken, der in seiner Funktionentheorie-Vorlesung vom WS 1994 /95 wertvolle Anregungen
fiir die Definition 1.3.2 (Links und Rechts von Waldwegen) gab.

Somit bestand die Vorlesung im SS 95 entgegen den Ankiindigungen hauptsichlich aus den
Vorlesungen iiber Walder, welche 4 Doppelstunden in Anspruch nahmen.



1 WALDER

1 Walder

1.1 Baume
1.1.1 Definition (Baume)
Es sei
B := {Menge aller Baume mit Stumpf L}.
1.1.2 Definition (y)-Funktion)

Seien fiir n € INy Funktionen

@Z)nlB—>]N0

definiert durch v, (a) =Anzahl der Zweige in der Ebene n von a € B, a# L.
Dann ist die universelle )-Funktion, die Funktion

Y : B = §:={(an)en | (an)nen Folge in R}
mit
P(a) = (¥n(a))nzo
@Z’(J—) = (O)nZO-
Fiir den folgenden Baum b € B gilt:
Wo(b) = 3, ¥y (b) = 2, 1a(b) = 4, daher ¥(b) = (3,2,4,0,...).

1.1.3 Beispiel

< Ebene 0

Beispiel fiir einen Baum b
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1.1.4 Weitere Beispiele
Y (Fichte) = (17,16,... ,1,0,... ,0),
Y(Palmey,,) = (1,...,1,n,0,...,0), n >3,
N —’

m mal

Y (Bonsai,) = (n,0,...,0), n>1.

I

Buche Bonsai (5) Fichte Palme (7,4)

1.1.5 Definition (Lénge)
Die Funktion { : B — INg U {oo} mit

[(a) = min{n € Ny | ¢,(a) = 0}

miBt die Lange von a € B, d.h. die Lange des langsten Fadens von a. Es ist [(a) = oo, falls
Y (a)#£0 fiir alle n € INg und [(L) = 0.

Die Ebene [(a) wird auch als Baumspitze bezeichnet.

Es heifit b € B normierter Baum, falls [(b) = 1.

1.1.6 Bemerkung

Es gilt [(f) = 17, falls f Fichte. Ferner haben Palmen nur an der Baumspitze mehr als einen
Zweig.
Im Jahre 1742 wurde die Eichendorffsche Vermutung aufgestellt, welche besagt, dafl

I(€) = 10"

fiir jede Eiche e gilt. Bisher ist es noch keinem gelungen, diese zu beweisen, da Eichen einfach
zu hoch sind.
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1.1.7 Definition (Arten)

Aufgrund der Baumdarstellung ist man nun in der Lage, Baume in Aquivalenzklassen, d.h.
in Arten einzuteilen. Man definiert sich eine Aquivalenzrelation & fiir a,b € 1B derart, dafl

adb & (o) =)

Diese Relation ist aufgrund der universellen ¢-Eigenschaft trivialerweise eine Aquivalenzre-
lation.
Man sagt nun

aceBistr & a€fz]:={becB|z &b}
Ein Baum b € B heifit stumpf, genau dann, wenn b € [L].

1.1.8 Beispiel

Es gilt also b € B ist "Fichte”, genau dann, wenn b € [Fichte], also genau dann, wenn

b & Fichte.
Weiterhin gilt
[Bonsai,| = [Palmey,],

Bonsais sind eben einfach nur kleine Palmen.

1.1.9 Definition (Buchen)

Es sei

[Buche] := [Bonsaij]

die Aquivalenzklasse aller Buchen.

1.1.10 Satz

Baume gleicher Art sind gleichhoch.

BEWEIS:
Seien a,b € IB mit a & b gegeben, dann gilt

I(a) = min{n € No | ¢(a) = 0} 2" min{n € Nq | ¢, (b) = 0} = I(b)

O
1.1.11 Korollar
Alle Fichten sind gleichhoch.
BEWEIS:
Folgt sofort aus obigem Satz mit a,b € [Fichte]. O

1.1.12 Korollar*

Birken auch.

BEWEIS:
Folgt sofort aus obigem Korollar durch Fichtensubstitution. O
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1.1.13 Lemma

FEin Baum b € B ist genau dann stumpf, wenn [(b) = 0.

BEWEIS:
Ist b stumpf, so ist b € [L]. Da aber [(L) = 0 gilt, ist nach Satz 1.1.10 auch I(b) = 0.
Ist hingegen [(b) = 0, so folgt aus der Definition der Lange sofort, daf b =1¢€ [1]
ist, also b stumpf. O

1.2 Wailder
1.2.1 Definition (3-Funktion)

Wir benutzen nun die universelle g-Funktion 3 : € — B, welche jedem z € € genau einen
Baum b € 1B zuordnet, um die Menge aller Baume auf natiirliche Art und Weise mit der
komplexen Ebene € zu identifizieren.

Hierfiir benutzt man die Abzahlbarkeit von €. (Beweis: Eine miihelose Verifikation, denn
Zeh C Kuh (€ C Q).)

Sei also € = {z; | « € IN} mit zg = 0 eine beliebige Abzahlung von €. Dann ist die universelle
Funktion  gegeben durch

€ [L] fiir n = 8 mod 17,
B(zn) € [Fichte] fiir n =0 mod 17,
¢ [L] U [Fichte] sonst.

Ist U C € offen, so wird mit
B,.(U) :={z e U [I(B(2)) = n}
die Menge der Baume der Lange n in 8(U) und mit
L(U):=Bo(U) ={z € U|B(z) € [L]}
die Menge aller Baumstiimpfe in 3(U) bezeichnet. Die Menge
B(U) = 0\ L () = | Bo(l)

n>1
ist die Menge aller echten Baume von 3(U), d.h. die Menge aller Baume b € G(U) mit
[(b) > 0.
1.2.2 Beispiele
Es gilt demnach (3(z17) ist Fichte, und ((z42) ist stumpf, d.h. {(#(z42)) = 0, nach Lemma
1.1.13.
1.2.3 Definition (Wélder)

Eine Teilmenge W C € heifit Wald in 5(C)
:& W offen und (weg-)zusammenhiangend, und B(W)#£().

Ein Wald W in §(C) heifit normal der Héhe n € IN, falls
[(B(2)) <n firallezeW
und L (W)=£0, sowie B, (W)=£0.

FEin Wald W in 8(C) heifit normiert, falls 3(1V) keine normierten Baume enthalt.
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1.2.4 Lemma
Sei W C € ein Wald in g(C), dann ist W ein Gebiet in C.

BEWEIS:
W C € Wald in §(C) = W offen und (weg-)zushgd. = W Gebiet in €. O

1.2.5 Lemma

Ist G C @ ein Gebiet in € mit B(G)#D, so ist G ein Wald in ().

BEWEIS:
Ubung! O

1.2.6 Definition (CSU)
Es gilt fir z,w € € die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung in 5(C), falls

(B(zw)) < 1(B(2)) - 1(B(w)).
1.2.7 Bezeichnungen

Sei W C € ein Wald in g(€). Dann heifit

(i) W eine Plantage in 5(() &
Es existiert ein x# L mit g(IB(W)) C [].

(ii) W ein Urwald in g(C) &

Es gibt dichte Teilmengen {D; C W |« € N} mit B(D;) C [x;], #; paarweise # € B,
welche nicht stumpf sind und fiir die gilt W = U, D:.

(iii) W eine Wiese in §(() &
B(W) diskret in €.
(iv) L C W eine Lichtung in einem Wald W in g(C) &
L ist offen in W und (L) C [L].
(v) W ein Hochwald in 5(C) <
WCH={zeC|Imz>0}.
(vi) W (Cauchy-)Schwarzwald in 5(C) <
Fiir alle z € W,w € € gilt die CSU in 8(C) (vgl. Definition 1.2.6).

(vii) W Bayrischer Wald, falls W ein Schwarzwald ist und in der CSU fiir alle z € W, w €
€ die Gleichheit gilt.
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1.2.8 Satz

Im Schwarzwald gibt es keine Baumstiimpfe.

BEWEIS:
Indirekt. Ware 0£2z € W ein Stumpf in einem Schwarzwald W, so folgt aus der CSU
in 5(0)
HB(L) < HBENIB(=Y) = 0,

also
[(B(1)) = 0.
Dann gilt aber fiir alle z € W
[(B(z-1)) <U(B(2)) - 1(B(1)) =0,

also I(3(2)) = 0. Daraus folgt B(W) = ), was im Widerspruch zur Waldeigenschaft
von W steht. O

1.2.9 Korollar
Im Bayrischen Wald auch nicht.

BEWEIS:
Jeder Bayrische Wald ist auch ein Schwarzwald. O

1.3 Waldwege
1.3.1 Definition (Waldweg)

Sei W ein Wald in 8(C). Ein stiickweise stetig diffbarer Weg w : [0, 1] — W heiit Waldweg

in 3(€)
— de>0Vze Splw) [(Bz)) C[L]

Geschlossene Waldwege (d.h. Wege mit w(0) = w(1)) werden i.a. als Trimm-Dich-Pfade
bezeichnet.

1.3.2 Definition (Links(w), Rechts(w))

Sei w : [0,1] = W ein stiickweise st. diffbarer Waldweg in 3(C). Dann definiert man
Links(w) :={z e W | 37 > 0,1t € [0, 1]\ A, z = w(t) + 17 (), [w(t),z]\{w(t)} C W\Sp(w)}
und

Rechts(w) :={z € W | 37 > 0,1 € [0, 1]\ A, z = w(t)—iTw'(1), [w(t), z]\{w(t)} € W\Sp(w)}

als die Mengen der Punkte, welche im Wald W links bzw. rechts vom Waldweg w liegen.

1.3.3 Satz

Ist w ein injektiver Waldweg und IB(Links(w)), IB(Rechts(w))#0, so sind Links(w) und Rechts(w)
wieder Walder in 8(C).

BEWEIS:
Jordanscher Kurvensatz. O
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1.3.4 Satz

In einem Wald ohne Lichtung gibt es keine Waldwege.

BEWEIS:
Klar, denn gabe es einen, so wére jedes B.(z) eine Lichtung in W. O

1.3.5 Korollar

Im Schwarzwald gibt es keine Waldwege.

BEWEIS:
Folgt sofort aus Satz 1.2.8. O

1.3.6 Korollar*®

In Urwaldern auch nicht.

BEWEIS:
Satz 1.3.4. I

1.3.7 Definition

Ein Wald W in 8(C) heiit waldwegzusammenhéngend, falls zu je zwei Punkten v,w € W
ein Waldweg w : [0, 1] — W existiert mit w(0) = v und w(1) = w.

1.3.8 Korollar

Nicht jeder Wald ist waldwegzusammenhéngend.

BEWEIS:
Satz 1.3.4. I

1.3.9 Bemerkung
Eigentlich gibt’s gar keinen.

1.4 Aufgaben
Aufgabe 1
Widerlegen Sie Definition 1.3.7, und beweisen Sie damit erneut Korollar 1.3.8.

Aufgabe 2

Man beweise, dal G C € schon dann ein Wald in 8(C) ist, wenn G ein Gebiet in € und
B(G)#£0 ist (Lemma 1.2.5).
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Aufgabe 3

Sei K eine Karte (in €) von Wien und W ein Wald in 3(K'). Ferner sei H ein Hahnchen.
Zeigen Sie

a) W ist ein Wienerwald.
b) He W = H tot.
c) Ist H € W, so ex. Hihnchen (H;);en C W mit

lim H, = H.

n—0oo
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2  Waltraud

2.1 Waldtreue Funktionen
2.1.1 Definition (Waldtreue)

Es sei W ein Wald in B(C). Dann heifit eine Funktion f : W — € waldtreu (oder eine
Waltraud), falls entweder f(W) wieder ein Wald in (€) ist oder wenn ein Wald V existiert
mit f(W) =L CV, wobei L eine Lichtung in V sei. Im folgenden sei also fiir Walder V, W

in B(C)
WV, W):={f:V = C| f Waltraud mit f(V)=W}.

Bemerkung

Ist f: W — @ holomorph auf W, so gilt f € W(W, f(W)), aber nicht umgekehrt, denn fiir
f:C—C, f(z)=zgilt fe W(H,H), aber f ist nicht holomorph.

Insbesondere ist die Abbildung A(z) := % mit a,b,¢,d € € und ad — be = 1 eine auto-

morphe Hochwaltraud, d.h. ein Hochwald-Automorphismus.

Sind Definitionsbereich und Bild einer Waltraud f klar, so schreiben wir der Einfachheit
halber W (W) statt W (W, f(W)).

2.1.2 Definition (stumpflos, stumpf, Identitiat auf Stiimpfen)

Eine Waltraud f heifit stumpflos, wenn ihr Bildwald stumpftrei ist.

FEine Waltraud f € W(W) heiit stumpf, falls jedes z € L (W) Fixpunkt von f ist, d.h. falls
fiir jedes z € L (W) f(2) = z gilt.

FEine Waltraud f € W(W, f(W)) heifit eine Identitat auf Stiimpfen, falls fiir jedes z € W
mit #(z) € [L] auch B(f(z)) € [L] gilt.
2.1.3 Bemerkung

Jede stumpfe Waltraud ist eine Identitat auf Stiimpfen, aber umgekehrt ist nicht jede Iden-
titdt auf Stiimpfen stumpf.

2.2 Herbste und Rodungen

2.2.1 Definition (Herbst)

Seien V, W Wilder in 3(€) und h € W(V, W), so daB fiir jeden Baum b € B(V), b ¢ [L]
BB () = I(b) — 1

gilt, dann heifit &~ Herbst.

2.2.2 Satz
Sind hy,... ,h; € W(W) Herbste und W ein normaler Wald der Hohe <[ in 3(C), so gilt
hio...oh (W) CJ[L],

d.h. jeder normale Wald besitzt nach endlich vielen Herbsten keine Baume mehr.
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BEWEIS:
Fine Verifikation. O

2.2.3 Definition (Rodung)
Eine Waltraud r € W(V, W) mit r#id und

r(z) =z oder r(z)=w
mit F(w) € [L], fiir alle z € V heiit Rodung.

2.2.4 Satz
Auf jedem Wald mit L (W)#0) existiert eine Rodung.

BEWEIS:
Sei W ein Wald mit L (W)#0, w,w € W mit B(w) € B(W), B(w') el (W), so
ist
z  fiir 24w
J(2):= {wL fir z = w
eine Rodung auf W. O

2.2.5 Korollar

Auf jedem normalen Wald der Héhe n > 1 existiert eine Rodung.

BEWEIS:
Die Behauptung folgt sofort aus Satz 2.2.4. O

2.2.6 Satz

Jede Rodung r ist eine Identitét auf Stiimpfen.

BEWEIS:
Wire es nicht so, dann gibe es ein z € [L] mit r(z) ¢ [L], was der Rodungseigen-
schaft widerspréche. O
2.3 Biber

2.3.1 Definition (Biber)

Sei W ein Wald in S(€) mit L (W)#0 und v € W mit g(v) ¢ [L].
So heifit eine Funktion b6 : W — W mit

B(b(v)) € [L] und b(w)=w

fiir alle w#v ein Biber mit Nagepunkt v und Nagebaum [(v).
Der Nagepunkt eines Bibers b wird kurz mit N(b) bezeichnet.
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2.3.2 Lemma
Jeder Biber ist eine Rodung, heifit also Waltraud.

BEWEIS:
Es gilt b(W) = W\{v} ist offen und (weg-)zushgd. fiir jeden Biber b : W — W.
Also ist b € W(W, W\{v}) und b(w) = w, b(v) = wy mit B(wy) € [L]. O

2.3.3 Lemma

Jeder Biber auf einem Wald W in () ist durch seinen Nagepunkt bis auf eine Identitét
auf Stiimpfen eindeutig bestimmt.

BEWEIS:
Seien by, by Biber mit N(b;) = N(b2), so gilt

bi(z) = { z* falls z = N(by) = N(bg) und W 3 z* mit B(z*) € [L]

z sonst.

Es sei nun s die Identitat auf Stiimpfen mit s(ba(N(by)) = 2* und s(z) = 2 fiir
2N (by), so gilt
s50by(z) = bi(z2)

fiir alle z € W, und das war die Behauptung. O

2.3.4 Lemma

(a) Es existieren oo-viele Biber, die ein Herbst sind.

(b) oo-viele Biber machen noch lange keinen Herbst.

BEWEIS:
(a) Sei W ein Wald in B(C) mit 5(z) € [Bonsai,] fiir alle z € W.
Sei W = {wy,wsy, ...} und b; ein Biber auf W mit

N(bz) = Ww;
Dann ist
0iewb;
ein Herbst.
(b) Sei W ein normierter Wald in 3(C). Sind nun (b;);>1 unendlich viele Biber, so
gilt
0;ewb;#AHerbst,

da fiir jeden Biber b; mit N(b;) = w; gilt

0 = 1(B(bi(w:)))AU(B(w:)) — 1.
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2.3.5 Satz

Holomorphe Biber braucht man nicht.

BEWEIS:
Identitatssatz auf Biber anwenden (s. auch Satz 2.3.8). O

2.3.6 Satz
Sei b € W((T) ein Biber mit N(b) = w € €, so ist b auf C\{w} linear, d.h.
b(Olel + OéQZQ) = Oélb(Zl) + OéQb(ZQ)

fiir alle ay, ay € €, 21, 29, @121 + @z € C\{w}.

BEWEIS:

Seien also ay,ap € €, 21,20 € C\{w}, mit o121 + azz97#w. Dann gilt
blanz1 + agze) = 121 + iz,
da b|g\{uy = td. Aber es gilt auch
o121+ azze = anb(z1) + ab(22),
da z1, zo#w. Insgesamt folgt also
b(arzr + agzz) = ab(z1) + ab(22),
was die Behauptung war. O

2.3.7 Beispiel

Es sei

2—217
Z49 fir z =21y

L4z fiir 242z
/() :={ ' T

Dann ist f ein Biber mit Nagepunkt N(f) = z;7 und Nagebaum (3(z17) € [Fichte].

2.3.8 Satz
Biber b sind in ihrem Nagepunkt N(b) unstetig.

BEWEIS:
Sei N(b) = zo € W Nagepunkt von b: W — €, so gilt % + 2o — 2o fiir n — oo und
b(% + z9) = % + zp fiir alle n € IN. Wire b also stetig in zq, so wiirde gelten

b(% + z0) — 20#£b(z0),

was aber wegen der Definition von Bibern nicht moéglich ist. O

19
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2.3.9 Definition (Fort-Setzung von Bibern)

Sei W Wald mit L (W)=£0, b € W (W) ein Biber mit Nagepunkt N(b) = w.
Dann heifit ein Biber b € W(W') Fort-Setzung von b, falls gilt

JI :
dJe>— b B(N(b)) = d.

17

Fine Kette (b;)icr heiit Fort-Setzungskette eines Bibers b = by mit N(b) = N(by) = wo,
falls fir alle & € [ ¢, > 11—7 existieren mit

bk+1|Uf=0 Be] (N(b;)) = 1d.

2.3.10 Satz
Sei b =: by € W (W) ein Biber, dann bricht jede Fort-Setzungskette von b ab, d.h. es ex.

ein n € IN mit b,41 = id, welcher ja kein Biber mehr ist. (7b, ist einfach zu schwer zum
Fort-setzen!”)

BEWEIS:
Sei |IB(W)| =n+1 < oo und N(by) = wg € B(W) = {wq,... ,w,}. Ferner sei
(bi)icr eine beliebige Fort-Setzungs-Kette von by.

Beh.: Es existiert keine Fortsetzung b;; =: b,y1 von b,, d.h. jede Fort-Setzungs-Kette
von b hat hochstens die Ordnung n, d.h. |[I| =n < oo.

Bew.: Wire b,1; eine Fortsetzung von b,, so wiirde gelten
bn+1|Uj=OB€J (N(by)) = 1.
Dann ware aber schon b,41 = id|w, da N(b;) € IB(W) pw. verschieden und

|IB(W)| = n 4+ 1. Widerspruch zu id|w Biber.
U

2.3.11 Definition (Revierordnung)

Sei K C W ein Kompaktum in einem Wald W. Dann ist die Revierordnung von K n7(K)
definiert durch

ni7(K):==min{fne N|K C |J B
zllzelI\'

()}

1
7

Diese Ordnung ist wohldefiniert, da jede offene Uberdeckung von K (insbesondere eine mit
%—Kreisscheiben) eine endliche Teilitberdeckung enthélt.

Die Verallgemeinerung des Satzes 2.3.10 fiir |[IB(W)| = oo folgt dann sofort aus der lokal-
kompakten Abbruch-FEigenschaft fiir Biber-Fort-Setzungs-Ketten:
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2.3.12 Satz (lokal-kompakte Abbruch-Eigenschaft fiir Biber-Fort-Setzungsketten)

Sei by ein Biber in W(W) mit N(by) =: wo € W. Sei ferner K C W ein beliebiges Kom-

paktum mit wy € K. Dann ist jede Biber-Fort-Setzungs-Kette (b;);c; in K von endlicher
Ordnung, d.h. I ist endlich.

BEWEIS:

Da fiir alle ¢ aus der Biber-Fort-Setzung gilt: ¢, > -

wahle man ein Universal-e,

namlich € = 11—7, und es folgt "
K C U B.(z).
zeK
Da K kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. 2z, ..., z, mit
K C O Be(z).
sex
O.E. sei hier schon n = ny7(K). Unter diesen zq,. .., 2, sind sicherlich endlich viele
Zisyeooy Ziy mit iy € {1, 0} filr g =1,...m <nmit z;, € B(K).
o [st nun .
B(K\ | J Be(z;,)) =0,
j=1

so existieren nur endlich viele ¢; (man beachte ¢, > ¢) in der Biber-Fort-
Setzungskette von b, und zwar bricht die Fort-Setzungskette spétestens bei
ni7(K) ab, was die Beh. war.

o [st

m

BIN\ (J Be(z,))#0.

j=1
so existieren sicherlich (wie eine miihelose geometrische Uberlegung ergibt)

endlich viele Baume z; . ,...,2;, € IB(K) mit

l

B(K\ [ Be(=;,)) = 0.

i=1

und die Behauptung folgt nun wie oben, nur dafl keine obere Schranke fiir das
Abbrechen der Fort-Setzungs-Kette mehr anzugeben ist.

O
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2.4 Bibrizitit
2.4.1 Definition (Bibrizitét)
Sei f € W(W). Dann heifit
Bib(f)(W) :=[{z € B(W) | f(z) €L (f(W))} |

Menge der Bibrizitatspunkte

die Bibrizitat von f. Analog definiert man die Antibibrizitéat durch

Bib™ (/) (W) := {z e L (W) [ B(f(2)) ¢ [L]}]

Waltraude mit Bibrizitat 0 nennt man biberfrei.

2.4.2 Satz

Jede Rodung mit endlicher Bibrizitat 1a8t sich darstellen als Verkettung von endlich vielen
Bibern, welche bis auf Reihenfolge (und bis auf Identitéten auf Stiimpfen (vgl. Lemma 2.3.3))
eindeutig bestimmt sind.
BEWEIS:

Sei W ein Wald in B(C), f eine Rodung auf W und R := {r{,... ,r,} die Menge

der Bibrizitatspunkte von f. Sei nun b; der Biber mit

N(bi):n, izl,...,n.

Dann gilt

f = O?:lbi
Die Eindeutigkeit ist klar, da Biber im gleichen Wald nach 2.3.3 durch ihren Nage-
punkt bis auf Identitiaten auf Stiimpfen eindeutig bestimmt sind. O

2.4.3 Korollar

Sogar jede Rodung mit unendlicher Bibrizitat 1a8t sich darstellen wie in 2.4.2.

BEWEIS:
Wie in 2.4.2 mit R = {ry,rq,...} und f = 0;enb;. O

2.4.4 Definition (Friihling)
FEine Waltraud f € W(W) heiit Friihling, falls f biberfrei und 0 < Bib=(f)(W) < cc.

2.4.5 Friihlingssatz

Ist W ein Wald und keine Wiese (d.h. IB(W) ist unendlich) und f € W (W) eine Waltraud.
Dann gilt
f ist Frihling <

Es ex. eine Rodung r mit endl. Bibrizitat und Bib(f o r)(W) = 0.
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BEWEIS:

7=" Sei Bib~'(f)(W) = n und wy,... ,w, €L (W) die Antibibrizitatspunkte von
f. Seien ferner zy,...,z, beliebige pw. # Punkte aus B(W). Dann definiert

man r : W — W durch

z sonst.

r(z) = {wi falls z = z;

Dann ist r eine Rodung, und wegen f(w;) € B(f(W)) gilt Bib(f or)(W) = 0.

7" klar.

2.4.6 Definition (Jager)

O

Fine Waltraud j € W (W) heifit Jager, falls Biber by,... ,b, € W(W) existieren mit

jobyo...0b, =idw.

Ist (fi)ier eine Familie von Waltrauden und f; € {Biber, Jager} fiir alle i € I, so heifit

Oielfi

eine Jagd.

2.4.7 Korollar

FEin Herbst auf einem normierten Wald ist biberfrei.

BEWEIS:
klar.
2.4.8 Korollar

Jeder Jager ist ein Friithling.

BEWEIS:

Sei j ein Jéger, dann ist j wegen job;o...0b, = id fiir gewisse Biber by, ...

biberfrei, und es gilt Bib=(j)(W) > 0, denn Bib(by o ...0b,)(W) > 0.
2.4.9 Beispiele
i) Sei b € W(W) ein Biber, so gilt

Bib(b)(W) =1 und Bib~(b)(W) = 0.

ii) Sei h € W(W) ein Herbst, so ist

=0 , falls W normiert,

Bib(h)(W) { 0

sonst,

und es ist Bib=(h)(W) = 0.

3

23
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iii) Sei r € W(W) eine Rodung, so ist Bib(r)(W) > 0 und Bib=(r)(W) = 0.
iv) Sei s € W(W) eine Identitdt auf Stiimpfen, so ist Bib~(s)(W) = 0, aber Bib(s)(W)

muf nicht > 0 sein, wie das Beispiel tdy zeigt.

v) Sei j € W(W) ein Jager, so ist Bib~(7)(W) > 0 und Bib(j)(W) = 0.

2.5 Kettensigen

2.5.1 Definition (Sigen, Sdgebiume)
Fine Waltraud s € W(W) heifit Sége, falls endlich viele Baume {Si,...,95,} C W exi-

stieren, so daBl B(s(S;)) fiir ¢ € {1,... ,n} jeweils einen freistehenden Zweig weniger hat als
B(S;) und s auf W\{Sy,...,95,} die Identitdt ist. Die Menge {S7,...,S5,} heifit dann die

Menge der Sdgebaume von s.

2.5.2 Beispiel (Palmensige)
Sei z.B. s eine Waltraud auf W, S € W mit 3(S) €[Palmery] aus Beispiel 1.1.4, 3(s(9)) €

[Palmers] und s(z) = z fiir alle z € W\{S}. Dann ist s eine Sdge, ndmlich eine sogenannte
Palmenséage.

2.5.3 Definition (Rodungsordnung)
Sei W ein Wald mit L (W)#0. Es werden dann mit R,(W), Ry(W) und Rs,(W) die un-

teren Rodungsordnungen beziiglich Bibern, Herbsten und Sagen bezeichnet. Das ist die
minimale Anzahl von Bibern, Herbsten bzw. Ségen, die benétigt werden, um den Wald zu
roden. Im Falle |IB(W)| = oo rechne man mit hoheren Kardinalitéten.

2.5.4 Ungleichungssatz fiir Sigen mit oberer Sigengrenze
Ist W ein Wald mit L (W)#0, und seien Ry(W), R,(W) und Rs(W) wie oben definiert,
dann gilt

Ry(W) < Ru(W) < Ry(W).

BEWEIS:
Es gibt i.a. in W mehr Zweige als Baumebenen und mehr Baumebenen als Baume,
also folgt die Behauptung sofort. O

2.5.5 2. Eichendorffsche Vermutung
Ist W ein Wald mit IB;) (W) = 0 und |[IB(W)| < oo, so ist

Ry(W) < l(e).

2.5.6 Biber-Erginzungssatz

Zu jeder Sage s mit genau einem Sdgebaum S findet man endlich viele Ségen sy,...,s; und

einen Biber b mit Nagepunkt S = N(b) und

50810...08;, =b.
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Das heifit, jede Sdge s mit einpunktiger Sdgebaummenge 146}t sich zu einem Biber ergénzen.

BEWEIS:

Konstruktiv. Man sidge einfach nacheinander alle Zweige von S ab, bis nur noch ein
L iibrig bleibt. Das ist das selbe, was auch ein biber macht, nur macht er es schneller
und kitmmert sich nicht um die Zweige. O

2.5.7 Definition (Kettensigen der Ordnung n)

Ein Biber b heifit Kettensage der Ordnung n, falls er sich als endliche Verkettung von n
Ségen schreiben 1aft.
Kettensdgen der Ordnung 1 heiflen trivial.

2.5.8 Kettensigen im Schwarzwald

In Schwarzwéldern kann man Biber i.a. nicht von Kettensagen unterscheiden.

BEWEIS:

Klar, da ist es einfach zu dunkel, denn es gibt keine Lichtungen (vgl. Korollar 1.3.5).
O

2.5.9 Definition (Kettensigenmassaker)

Eine Familie von Waltrauden {fi}icqi,.. s U{fitieqst1,... 745} heiBt Kettensdgenmassaker
vom Grad [S : J], falls f; € {Jager} fir ¢ = 1,...,J und f; € {Kettensdgen} fiir i =
J+1,...,J+ S5 gilt und eine Umordnung 7 von {1,...,.J + S} existiert, so daf}

Oie{l,... ,J+S}f7r(¢) =1d

gilt.

2.6 Der erste Hauptsatz der TDA
2.6.1 1. Hauptsatz der TDA

Jede Waltraud ist darstellbar als eindeutige Verkniipfung von einer stumpflosen Waltraud,
einer abzahlbaren Jagd und einer Identitét auf Stiimpfen.

BEWEIS:
Sei f € W(W) eine beliebige Waltraud.

Zerteile W nun in vier Teilmengen 71, ..., Ty, so daf} gilt

acel, & acel
acel, & acel
acels & aclB
aelT, & aclB

f(a) a € T4 U TQ, f(a) % T3
fila):=<%a a€'ls
217 a € T1
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Ferner fs, der Biber b auf W mit N(b) = v; (fo der Biber mit N(fo) = z17) und

fa() = {f(ffl(:z:) falls » €Bild f N Ty, f7'(x) ¢ Ts,

x sonst,
also jeweils ein Jager, somit ist

J = Oie]Nf2,' o Oie]NOf:al-

eine abzéhlbare Jagd. Weiterhin sei f; diejenige Funktion, welche die echten Bdume
und die Stiimpfe so umbenennt, dafl sich am Ende wieder die richtigen Funktions-
werte von f ergeben. Dies ist trivialerweise eine Identitat auf L (W). Letztlich gilt

f=/fa0jo0 f1,

und der Hauptsatz ist bewiesen. O

2.7 Aufgaben
Aufgabe 1
Zeigen Sie, dafl im Ungleichheitssatz 2.5.4 Gleichheit nur in Buchenwildern gilt.

Aufgabe 2

Zeigen Sie, dafl — bis auf eine Identitat auf Stiimpfen — Biber mit Nagepunkt Buche die
einzigen trivialen Kettensidgen sind.

Aufgabe 3

Zeigen Sie, daf es sich bei jedem Kettensdgenmassaker um eine Jagd handelt, daf aber nicht
jede Jagd auch ein Kettensidgenmassaker ist.
Tip: Jager lassen manchmal ihre Kettensédgen zuhause!

Aufgabe 4

Man zeige:
(i) Jeder Biber ist stumpf.
(ii) Jedes von einem Biber erzeugte Ideal ist ein Rodungsideal.

Tip: Definieren Sie Rodungsideal geeignet, wobei sie die Stumpftheit von Bibern aus-

nutzen sollten.

(iii) Ein Biber ist in keiner Umgebung seines Nagepunktes beschrankt.

Tip: Definieren Sie holomorphe Fortsetzung eines Bibers geeignet, so dal man zeigen
kann, daf} jede holomorphe Biberfortsetzung wieder ein Biber ist.
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Aufgabe 5 (Primzahlfortsetzung)
FEine Primzahl p € IN heifit fortsetzbar in W (Wald), falls ein Biber b, € W(WW) mit

N(by) =z,€C,
eine Primzahl ¢ € IN, ¢ > p, und ein Biber b, € W(W) mit N(b,) = z, € € existieren mit
b, = b,.
Biber mit Nagepunkt z,, p prim, heilen Primbiber.

a) Man konstruiere einen Wald, in dem die 17 nicht fortsetzbar ist.

b) Man verallgemeinere die Aussage fiir ganz IN und zeige damit, dafl jeder Biber b €
W(W) eine eindeutig bestimmte Primbiberzerlegung besitzt.

Aufgabe 6

Stellen Sie als Anwendung des ersten Hauptsatzes der TDA eine Palmensége als eindeuti-
ge Verkettung einer stumpflosen Waltraud, einer abzahlbaren Jagd und einer Identitat auf
Stiimpfen dar.

Tip: Sie kénnen modulo Identitét auf Stiimpfen arbeiten.
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3 Konvergenzwilder und weitere Waltraude

3.1 Der Konvergenzwald

3.1.1 Definition (Konvergenzwald)

Ist f € W(V,W), dann ist der Konvergenzwald K (f) der grofite Wald der Form K, p(zo)
bzw. Kr(z0) C V, auf dem f noch holomorph ist.

Die Hohe H(f) des Konvergenzwaldes von f heifit Konvergenzhéhe von f und der Mit-
telpunkt zo des Konvergenzwaldes heifit Waldzentrum von K'(f).

3.1.2 Beispiele

(i) f: € — €, z — Z besitzt keinen Konvergenzwald.

(ii) f: Bi(0)\{0} = C\B;(0), z — I besitzt den Konvergenzwald B;(0)\{0}.

3.1.3 Satz

Ist f € W(W, f(W)) eine Waltraud und W ein normaler Wald der Hohe n € IN in 3(C), so
gilt

BEWEIS:

Sei V. C W der Konvergenzwald von f € W(W). Ware H(f) > n, so wiirde ein
z € VCW mit [(#(2)) > n existieren, was ein Widerspruch zur Hohe von W ist,
welcher ja normal der Hohe n € IN ist. Also gilt H(f) < n. O

3.1.4 Korollar
Sei W ein normaler Wald der Hohe n € IN in S(C) und f € W(W), so 1aBt sich der

Konvergenzwald von f roden.

BEWEIS:

Ist W normal der Héhe n € N, so ist auch der Konvergenzwald K von f normal
der Hohe H(f) < n nach obigem Satz. Dann lafit sich K wegen Satz 2.2.2 roden. OJ

3.2 Termiten
3.2.1 Definition (Termiten)

Eine Folge von Waltrauden (,),>1, welche auf einem Wald W in 3(C) gleichméfig gegen
einen Herbst konvergieren, heifit (Folge von) Termiten.

3.2.2 Beispiel

Sei h € W(W) ein Herbst mit Konvergenzwald K C W mit Waldzentrum z, € W, K#(.
Und sei

o0

h(z) = Z an(z — zo0)"

n=—oo
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die Laurent-Reihenentwicklung von A in K. Dann sind

(k_zn_: ag(z — Zo)k)

Termiten.

3.2.3 Definition (Blitz)
Sei W ein normaler Wald der Hohe n. Dann heifit eine Waltraud bl € W (W) ein Blitz, falls
z' fiir ein z mit I(5(z)) = n und

bl(z) = B(Z") ist echter Teilbaum von (3(z),

z  sonst.

3.2.4 Bemerkung

Es existieren Biber, die Blitze sind, die sogenannten Blitzbiber.

3.2.5 Satz von Bauer

Sei W ein normaler Wald der Héhe n > 2 und bl ein Blitz auf W.
Dann gilt

a) Eichen sollst du weichen.

b) Buchen mufit du suchen.

BEWEIS:
a) Ist die Eichendorffsche Vermutung (vgl. Bem. 1.1.6) richtig, so ist die Wahr-
scheinlichkeit, dafl bl in die Fiche einschlagt am grofiten. Somit folgt die Be-
hauptung.

b) Es gilt [Buche] = [Bonsai;]. Da W ein normaler Wald der Hohe n > 2 ist,
schlagt bl nicht in Buchen b € (W) ein, woraus miihelos die Behauptung
folgt.

0

3.2.6 Bemerkung

Ist W zusétzlich normiert, so darf man sich auf eine unendlich lange Suche gefafit machen.
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3.3 Aufgaben
Aufgabe 1

(1) Entwickeln Sie die Funktion f: € — @€ mit f(z) := 2 in eine Potenzreihe um 0 und
berechnen Sie ithren Konvergenzradius.

L&t sich der Konvergenzwald roden?

(2) Zeigen Sie weiterhin:
Fiir jeden Wald W in g(C) ist f(W) mit f aus (1) eine Plantage.
Tip: Man darf Sétze aus der Primatenlogik (vgl. Teil V) zitieren.

Aufgabe 2

Man rode den Konvergenzwald von

(i) fi(z) := == auf B;7(0),

tanmz

(i1) f2(2) := z auf By(0) und

(i) f3(z):=7Z auf €

durch Angabe geeigneter Herbste.

Aufgabe 3

Biber, deren Nagepunkte gleichzeitig das Waldzentrum ihres Konvergenzwaldes bilden, hei-
Ben Zentralbiber.
Zeigen Sie, daf} jeder Biber auf € ein Zentralbiber ist.
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4 Der Kurpfilzsche Integralbegriff

4.1 Das Kurpfalzsche Integral
4.1.1 Definition (Kurpfilzsches Integral)
Sei w : [0,1] = W ein Waldweg, W ein Wald in 3(C), f € W(W) eine Waltraud. Dann ist

/f(z) dz = 2me(Bib(f)(Links(w)) — Bib™(f)(Rechts(w)))

das Kurpfalzsche Integral von f iiber den Waldweg w oder kurz das Kpfzs-Integral.
Fiir unendliche Bibrizitéat gelten die iiblichen Rechenregeln.

4.1.2 Bibrizitatsinvarianz des Integrals

Sei w : [0,1] = W ein Waldweg in einem Wald W in (C), f € W(W) eine Waltraud,
b € W(W) ein Biber. Dann existiert

/ f(2)dz
bow
und es gilt
[ fz)az = [ pz)d
bow w
BEWEIS:
Es gilt w([0,1]) L (W), d.h. b|,(jo,17) =id, da jeder Biber eine Identitat auf Stiimp-
fen ist, woraus sofort die Behauptung folgt. O

4.1.3 Der Kurpfilzsche Integralsatz fiir Trimm-Dich-Pfade

Sei w : [0,1] = W ein Trimm-Dich-Pfad (also ein geschl. Waldweg) mit Int(w) C Links(w).
So gilt fiir jeden Biber b € W (W)

0  sonst.

/b(z) dz = { 2me , falls N(b) € Int(w)

w

BEWEIS:
Man betrachte Bib(b) und Bib™(b) und der Satz ergibt sich sofort. O

4.1.4 Anwendungen

Die Voraussetzungen von Satz 4.1.3 sind erfiillt z.B. fiir positiv orientierte Kreispfade (Rund-
wege) in L (W) und fiir stiickweise glatte Réander von Kompakta K mit der Figenschaft,
daB noch eine ganze Umgebung von dK in L (W) liegt, sogenannte 'waldwegberandete’
Kompakta.
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4.1.5 Bemerkungen
Es seien W ein Wald in G(C) und w ein Waldweg in W.
(i) Ist 7 € W(W) ein Jager, so gilt

/](Z)dz <0.

w

(ii) Ist b € W(W) ein Herbst und W normiert, so gilt

/h(z)dz = 0.

(iii) Ist f € W(W) ein Friihling, so gilt

0> /f(z)dz > —00.

w

(iv) Insbesondere gilt fiir jede Waltraud w € W(W)

/w(z)dz = 2mek

w

mit k € Z U {+oo}, wobei mit co wie tiblich gerechnet wird.

/-

was sofort aus Satz 4.1.3 mit N(b) € Int(w) folgt.

(v) Es gilt i.a. nicht

4.1.6 Definition (A-Waltraud-Homomorphismus)

Sei f : W — V eine Waltraud, so definiert man Af (den sogenannten A-Waltraud-
Homomorphismus) durch

A AW =V
(AN)(w) = f(5):

4.1.7 Satz
Seien f,g € W(W), w:[0,1] = W ein Waldweg in W (Wald). Dann gilt i.a. nicht

a)
[+ g1z = [ fdz+ [ gdz

w

und auch nicht
b)
/()\f)dz — )\/fdz

w
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BEWEIS:
a) Sind f,g € W(W), so gilt i.a. schon nicht f 4+ g € W(W), wie das Beispiel
f(z2) = 2z4¢ g(z) = —z (c € C) zeigt. Also macht schon das erste Integral
keinen Sinn, also ganz a) nicht.

Gilt aber f+¢ € W(W), so zeigt eine leichte Ubungsaufgabe, daB a) trotzdem

nicht gilt.

b) Sei b der Biber mit Nagepunkt + und w der Waldweg in € iiber den Kreis B.(3)
mit dem Universal-e. Ferner sei A := 11—7
Dann gilt

/Afdz:/f(l?z):()

nach dem Integralsatz fiir Trimm-Dich-Pfade, da 3; ¢ B.(1), aber

2me

)\/d:—
wfz 17

wieder nach dem Satz.

Der Kurpfélzsche Integral-Satz fiir Trimm-Dich-Pfade liefert also sofort ein

Beispiel fiir die Nicht-Linearitdt des Integrals.
O

4.1.8 Bemerkung

Leichte Uberlegungen zeigen aber schon, daB das Integral nicht linear sein kann, da Biume
ja im allgemeinen krumm sind.
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4.2 Awufgaben
Aufgabe 1

Zeigen Sie: Sind (,),>1 Termiten, so ist

n—0oo

lim /tn(z)dz =0

fiir alle Waldwege w.

Tip: Nutzen Sie die gleichméBige Konvergenz von Termiten aus.

Aufgabe 2

Geben Sie ein Beispiel fiir einen Wald W, Waltraude f,g € W(W) und einen Waldweg
w:[0,1] = W an, mit f + ¢ € W(W) und

[+ a1z [ =+ [ gaz

w

Aufgabe 3
Sei (b;);er eine Biber-Fort-Setzung von b = by (Biber) und w : [0,1] — W ein Waldweg.

Berechnen Sie
/ 0;erbi(z)dz

w

Tip: Wo nagt der letzte Biber?



Teil II1
Papstzahlen und Papstmatrizen

von Raphael Richter

Das Verhéltnis zwischen der Mathematik und der Theologie, das so sehr positiv beeinfluft
wurde durch die Entdeckung der transzendenten Zahlen, die Entwicklung der Mandelbrot-
mengen, die uns selbst in der Mathematik immer wieder die Ndhe Gottes spiiren lassen, ja
dieses Verhiltnis hat doch auch sehr unter der klerikalen Hierarchie gerade auf katholischem
Gebiet zu leiden. Immer noch gibt es Bischéfe, die die Konvergenz der Gamma-Funktion
nicht beweisen kénnen, oder Pfarrer, die nicht wissen, was eine positiv definite Matrix ist.
Spatestens seit Galilei kam dieser Konflikt zwischen Mathematik und Klerus auch éffentlich
zum Ausdruck.

Wie bei Mathematikern so iiblich, driickte sich dieser Konflikt jedoch zunéchst nur auf
mathematisch abstrakter Ebene aus, wenn er iiberhaupt jemals einem Nicht-Mathematiker
zuganglich werden sollte. Die Entwicklung der klerikalen Mathematik (einem Teilgebiet der
theologischen Mathematik) schlich daher nur langsam voran.

Die sich immer mehr ausbreitende Gruppe der Mathematiker, die die Welt W als endlich-
dimensionalen Unterraum ungerader Dimension eines unendlich-dim. Vektorraums U (Uni-
versum) betrachten, schaffte jedoch einen entscheidenden Durchbruch auf diesem Gebiet.
Diese Mathematiker sind davon tiberzeugt, dafl jeder Mensch m von einem Endomorphismus
des Weltvektorraums dargestellt wird, m € Homo(W, W), welcher natiirlich eine darstellende
Matrix besitzt. Hierbei ist das Ziel eines jeden m € Homo(W, W) natiirlich die Diagonali-
sierbarkeit, in einem spéateren Leben dann insbesondere positive Definitheit.

Der folgende Abschnitt behandelt die Auseinandersetzung mit dem Kleriker-Mathematiker-
Konflikt auf dieser Vorstellungsebene. Die Papstmatrizen und, diesen gegeniibergestellt, die
Drewermann-Matrizen werden eine wichtige Rolle spielen.
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1 Die Papstzahl

Wir betrachten im folgenden den Vektorraum Mat(2n + 1; K') der (2n+1 x 2n+1)-Matrizen
iiber einem Korper K der Charakteristik #17.

1.1 Definition
Sei A = (ay;) € Mat(2n + 1; K'). Dann heifit
2n+1
p(A) = Z (Cint1 + ony1i) — B(A)
=1

die Papstzahl von A mit der Bischofszahl 5(A) := a,q1n41-

Fine Matrix A € Mat(2n + 1; K') hat triviale Papstzahl, wenn alle Eintrdge auf dem
Mittelkreuz verschwinden.

Fine (2n + 1 x 2n + 1)-Matrix A heifit katholisch, wenn 3(A) > 17, semikatholisch, falls
B(A) = 17 und evangelisch, falls 5(A) < 17.

1.2 Lemma
Es gilt:

(i) Durch
o:Mat(2n+1; K) - K

ist eine Linearform auf Mat(2n + 1; K') gegeben, d.h. fiir Matrizen A, B € Mat(2n 4 1; K),
a € K gilt:

(a) p(A+ B)=p(A)+p(B)

(b) pla-A) =a-p(A)
(i) p(A) = p(A!) fiir A € Mat(2n + 1; K)
(iii) Analoge Aussagen verifiziert man auch fiir 8 : Mat(2n + 1; K) — K.
(iv) p(D) = B(D) fiir Diagonalmatrizen D € Mat(2n + 1; K).

BEWEIS:
Fine Verifikation. O

1.3 Folgerung

Sei A €Alt(2n + 1;K) eine schiefsymmetrische Matrix und Char K#2, #17.
Dann gilt:
o(A) =det A

BEWEIS:
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Aus der Linearen Algebra weiff man, dafl det A = 0 fiir A €Alt(n;K), falls n unge-

rade.
Aus (7) und (27) im Lemma folgt sofort

—_

o(A) = p(—AY) 2 —p(a1) @ —g(a),

also p(A) =0 = det A fiir alle A €Alt(2n 4 1;K). O

1.4 Aufgaben

Aufgabe 1

Zeigen Sie, daB fiir alle A € Mat(2n + 1; K') gilt
B(A) = B(AY).

Aufgabe 2

Geben Sie Beispiele fiir je zwei katholische Matrizen A, B € Mat(2n 4 1; K') an mit der
Eigenschaft

a) AB evangelisch,
b) AB katholisch,
c) AB semikatholisch.
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2 Papstmatrizen

2.1 Definition

Sei A € Mat(2n 4+ 1; K). A = (oy;) heifit Papstmatrix, falls «;; = 0 fiir i#n + 1 oder
J#n + 1.

Man bezeichnet mit
Pap(2n + 1; K) := {A € Mat(2n + 1; K')| A Papstmatrix}
die Menge aller Papstmatrizen.

FEine Papstmatrix P mit 3(P) = 1 heiit normierte Papstmatrix.

Wie man leicht nachrechnet, ist Pap(2n + 1; K') ein Untervektorraum von Mat(2n + 1; K)
der Dimension 4n + 1.

Multiplikationstafeln (nicht kommutativ) fiir n = 4 findet man im Buch ”Auflésbare Lie-
Algebren iiber Pap(2n + 1; K') im Fall n = 4 und der Vatikan-Satz” von K. Woytila.

2.1.1 Beispiel

Die Matrix
0 0 2 0 0
0 0 -1 0 0
A=|—-4 —-15 42 0 -1
0 0 7 0 0
0 0 —-13 0 0

ist eine Papstmatrix mit 3(A) = 42, p(A) = 17.

2.2 Drewermann-Matrizen

Eine besondere Rolle in der Theorie der Papstmatrizen spielen die im Jahre 1536 von Prof.
Dr. Eugen (Paderborn) entdeckten ”Drewermann-Matrizen” Dg der Form

0 --- 0
Dg=[f]:=8-Dp=0-{: 1 :
0 --- 0
Hier ist die Elementarmatrix D = FE(;41)(ng1) die normierte Drewermann-Matrix mit

B(Dg) = p(Dr) = 1.

Allgemein 148t sich iiber Papstzahlen von Matrixprodukten wenig sagen, hat man jedoch
die Drewermann-Matrizen zur Verfiigung, so ist es moglich die Papstzahl einer Matrix zu
vervielfachen, wie folgendes Korollar zeigt.

2.2.1 Korollar

Sei A € Mat(2n + 1; K') und D die normierte Drewermann-Matrix, dann gilt
p(ADA) = B(A) - p(A).

BEWEIS:
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Sei A = (ay;) € Mat(2n + 1; K). So gilt

0---0  aipgr 0--0
AD=A"=1¢9...0 : 0---0
00 Qangingr 00

und
* B(A) - arpgr *
AA=A"=|B(A) apgr -+ B(A)? o BA) - angizeg
B(A) - a2ntinsr *
Also gilt

P(ADA) = p(A") = B(A) - p(A).

2.3 Aufgaben

Aufgabe 1

Zeigen Sie, daf Pap(2n 4 1; K') ein Untervektorraum von Mat(2n + 1; K') der Dimension
4n + 1 ist.

Aufgabe 2

Zeigen Sie, dafl die Drewermann-Matrizen beziiglich der Matrix-Multiplikation eine kommu-
tative, auflosbare Lie-Unteralgebra von Mat(2n + 1; K) bilden.
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3 Der Kleriker-Satz

Die weitere Untersuchung der Drewermann-Matrizen fithrt dazu, Abbildungen zu definieren,
die den Klerus aus Mat(2n + 1; K') eliminieren. Dies geht sehr gut unter Zuhilfenahme der
Drewermann-Matrizen, wie die folgenden Ergebnisse zeigen.

3.1 Papst-Lemma

Es sei §, : Mat(2n + 1; K') — Mat(2n 4 1; K') der a-Drewomorphismus, der gegeben ist
durch
8.(A): =D, -A+A-D,

und 7 : Mat(2n + 1; K) — Mat(2n + 1; K')/Pap(2n + 1; K') sei der kanonische, surjektive
Papomorphismus, so gilt

Bild §, C Kern 7, a € K.

BEWEIS:
Sei a € K, B € Bild §,, dann ex. ein A € Mat(2n + 1; K),
A= (Zl, e 722n+1)t = (81, e 782n+1) mit

§(A)=B =D A+ AD, = (0,...,0,02,41,0,...,0)" +(0,...,0,08,41,0,...,0)

und

B € Pap(2n +1; K) = Kern 7

3.2 Bemerkung
Fiir Drewomorphismen §, und 5 der oben definierten Form und A € Mat(2n + 1; K') gilt:

(i) 0o 0 d85(A) = dap(A) + Daags(a)
(i) da(A) = a - d81(A)
(iii) Fiir P € Pap(2n + 1; K) gilt: 61(P) = P + Dgp)
(iv) Tst a=£0, so ist (8. [Pap(2n + 13 K)) € Aut(Pap(2n + 1; K)).

BEWEIS:

(i)+(ii) s. Aufgaben
(iii) Eine Verifikation.
(iv) Sei

{Fij G=n+l,7=1,.... 2n+1)}U{FE; (j=n+l,i=1,... 2n+1,i#n+1)}

die (4n+1)-elem. kanonische Basis von Pap(2n + 1; K'), so gilt ,(F;;) = a- Fy;
fiir die E;; mit i#7 und 6o(Fpyint1) = 2aF,11041, d.h. die E;; sind Eigenvek-
toren zu den Eigenwerten o und 2a von 4,,.
= det Mg, (0,|Pap(2n + 1; K)) = 2- a*T1£0, falls Char K#2. Somit ist we-
gen Bild §, C Pap(2n + 1; K') (64|Pap(2n + 1; K)) € Aut(Pap(2n + 1; K)). Im
Papst-Lemma gilt also sogar Bild ¢, = Kern .

0
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3.3 Kleriker-Lemma

Ist A € Mat(2n 4+ 1; K) und §; der 1-Drewomorphismus, so gilt:

podi(A)=p(A)+ B(A) und Fod(A)=28(A).

BEWEIS:
Sei A= (z1,... ,22041)" = (S1,. -+, S2041), 50 gilt
51(A) = DpA+ ADg = (0,...,0,2,,0,...,0)' +(0,...,0,5,,0,...,0)
= pod&i(A)=p(0,...,0,2,,0,...,0)") + o((0,...,0,5,,0,...,0))
2n+1
= Z Zni + $ni = p(A) + B(A), denn z,, = Sy
i=1
Analog zeigt man S0 §1(A) =2 5(A). O

3.4 Kleriker-Satz
Sei A € Mat(2n + 1; K) nicht-evangelisch. Dann existiert ein eindeutig bestimmter a(A)-
Drewomorphismus 5a(A) mit

17

A
Bodaay(A) =17 podaay(A) = p(A4)

— (== +1
d.h. jede nicht-evangelische Matrix A € Mat(2n 4 1; K') hat eine eindeutig bestimmte kleri-
kalente Papstmatrix

(Sa(A)(A) = PA

mit Bischofszahl 17, kann also auf eindeutige Weise nach Kern 7 abgebildet werden.

BEWEIS:
Sei a(A) := %,Q(A)#O, da A nicht-evangelisch. Dann gilt

B0 8am(A) PL a(A) - Bodi(A) FITET 0(A) 2. 5(A) = 17

Weiter gilt:

7

00 a(ay(A) Bem. a(A)-podi(A) Kl.=Lemma a(A) - (p(A) + B(A)) = 5 p(A)

— +1).
RETR
Bei Korpern der Charakteristik =2,=17 wird dieser Satz offensichtlich falsch. Aus
dem Papst-Lemma folgt, daB Bild 6,4y C Kern 7 = Pap(2n + 1; K), somit ist
Sa(4y(A) wirklich eine Papstmatrix mit den gewiinschten Eigenschaften, die durch
A (wegen a(A)) eindeutig bestimmt ist. O

3.4.1 Bezeichnung

Nicht-evangelische Matrizen, die zu einer Papstmatrix mit Papstzahl und Bischofszahl 17 kle-
rikalent sind, d.h. fiir die gilt p(A) = B(A), nennt man Papstfliichtige oder Drewermann-
Anhénger.
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3.5 Aufgaben
Aufgabe 1

Geben Sie fiir n = 1 eine Basis P von Pap(2n + 1; K') an, und berechnen Sie die darstellende
Matrix von dy7 beziiglich P.

Aufgabe 2

Sei A € Mat(2n + 1; K), D € Mat(2n + 1; K') die normierte Drewermann-Matrix, §, und dz
zwei beliebige Drewomorphismen. Zeige:

(i) ((AD)"A) = B(A)"p(A)
(i) o 05(A) = dap(A) + (208 - B(A)) - D
(iii) 8a(A) = adi(A)
Aufgabe 3
Es sei A € Mat(2n 4 1; K) und §; der 1-Drewomorphismus. Zeigen Sie

Bodi(A)=206(A).

Aufgabe 4

Geben Sie den eindeutig bestimmten Drewomorphismus zur Matrix

0 17 5
A=12 42 =2
1 =17 1

an.
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4 Der Vatikan-Satz

Ein dhnliches Ergebnis wie die Jordan-Chevalley-Zerlegung fiir zerfallende Matrizen (LA
IT) liefert in der Theorie der Matrizen aus Mat(2n + 1; K') der Vatikan-Satz, welcher zum
ersten Mal von J.J. Degenhardt 1989 ausgesprochen wurde.

4.1 Vatikan-Satz

Sei A € Mat(2n + 1; K') beliebig. Dann existiert eine Matrix N € Mat(2n + 1; K') mit tri-
vialer Papstzahl und eine Matrix P € Pap(2n + 1; K), so dafl die Darstellung

A=N+D+P
eindeutig ist.

Hierbei ist D € Mat(2n + 1; K') die semikatholische Drewermann-Matrix.

BEWEIS:
1. Eindeutigkeit:
Seien A = Ny + D + P, = Ny + D + P, zwei Vatikan-Zerlegungen von A.

= NM+P=N+15

= Nl—NQZPQ—Pl.
Da die Differenz zweier Matrizen mit trivialer Papstzahl offensichtlich wieder triviale
Papstzahl hat und Ny— Ny = P,— Py € Pap(2n 4 1; K), ist Ny— N eine Papstmatrix
mit trivialer Papstzahl, also die Nullmatrix.

Es gilt demnach
N1:N2 und P1:P2,

d.h. die Zerlegung ist eindeutig. 2. Existenz:

Man wahle
N =A—(Dir+ (8:(A) = Dpay117))-
Dann ist
A= N+ D7+ (6:(A) = Dg(ay17)
=:PePap(2n+1;K)
nach dem Papst-Lemma. O

4.2 Korollar

Hat A € Mat(2n + 1; K') die Vatikan-Zerlegung A = N + D + P, so hat die eindeutig
bestimmte Klerikalente P4 von A die Vatikan-Zerlegung

Py =044(A)=Ns+ D+ Fs

mit N5 == 07 P5 == OK(A) - P + D17(oz(A)—%)'
Es gilt zusatzlich 3(Ps) = 0.
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BEWEIS:
Es gilt
da(a)(A) = da()(N + D + P) = Sa(a)(N) + da(ay(D) + daa)(P)

Bem.

e 0 —|— D2~17~oz(A) —|— OK(A) . P —|— Dﬁ(P)oz(A) = a(A) . P —|— D17oz(A)—|—12—7
= (a(A)- P+ Dl?(a(A)—%)) +Di7,

=:P5

Kl.—Satz

woraus die Beh. folgt. Ferner ist 3(Ps) = #(Pa) — B(Dy7) =" 17—-17=0. O

4.3 Aufgaben
Aufgabe 1

Man bestimme zu folgender Matrix A € Mat(5;IR) die Papstzahl, Bischofszahl, die eindeutig
bestimmte Klerikalente P4 und die Vatikan-Zerlegung.

4242 42 17 17
4242 =34 17 17
A= 17 17 17 42 42
4242 —17 17 17
42 42 =84 17 17

Ferner berechne man die Kochzeit des charakteristischen Polynoms y 4 von A.

Tip: Teil 1T (Garkorpertheorie).

Aufgabe 2

Zeigen Sie, daf} die Eindeutigkeit der Vatikan-Zerlegung nicht mehr gegeben ist, wenn man
die Voraussetzung, dal N triviale Papstzahl hat, durch die Voraussetzung o(N) = 0 ersetzt.
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5 Papogene Gleichungssysteme

5.1 Definition

Ein papogenes Gleichungssystem vom Grad « ist ein System der Form
() PX =D,,

mit P € Pap(2n + 1; K), D, Drewermann-Matrix.

5.2 Papogene Gleichungssysteme vom Grad 17

Aus der Algorithmischen Linearen Algebra wissen wir:
Beschrankt man sich auf die Losung des inhomogenen GS

t
P$n+1 =17- Entl  Tp41 = (51?1n+1, - ,51?2n+1n+1) ,

soist X =(0,...,0,2,41,0,...,0) eine Losung der Gleichung (*). Insbesondere erhalt man
Tpiint1 = 0 fiir P£De, £ € K. Lost man nun nacheinander die GS Pz; = 0 (eine nicht-
triviale Losung existiert wegen P ¢GL(2n + 1; K)), so erhalt man, daff X von der Form

Xy
X(O 0), X, € Mat(n,2n + 1; K), 1= 1,2
X

sein muf}. Der Losungsraum hat also eine Dimension < (2n 4+ 1)* — (2n + 1) = 2n(2n + 1).
Explizite Losungen sind erst fiir P = Dg, 8 € K\{0} bekannt. In diesem Fall soll X = %7 -E
oder X = D% sein.

(zum Beweis vgl. man: K. Woytila, Semikatholische papogene Gleichungssysteme iiber K,

S. 42-179.)

5.3 Aufgaben
Aufgabe 1

Losen Sie das papogene Gleichungssystem
PX =D,

mit o = 17 und

0 0 17 0 0
0 0 25 0 0
P:= 17 =25 —42 —17 42
o o0 =17 0 0
0 0 0 0 0

Aufgabe 2

Zeigen Sie:
Ist X eine Losung von (%), so gilt x,41; = 0 fiir alle j#n 4 1.



Teil IV
Anhang: Garkorpertheorie

von Raphael Richter

Die Theorie der Garkérper beruht auf der jahrhundertelang andauernden Auseinanderset-
zung der Mathematiker mit der Kunst des Kochens und des Essens.

Zunéchst war da nur die Aussage "Sei K eine Kartoffel”, aber man merkte schnell, daf
es da nicht viel zu beweisen und zu mathematisieren gab. Jahre spéter prégte jemand die
Voraussetzung "Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper”, mit der bis heute diver-
se Mathematiker so ihre Schwierigkeiten haben. Zusammen mit dem Axiom ”Wenn meine
Frau Polynome kocht, sind sie leicht und irreduzibel!” gab dies den Anlafl zur Beschafti-
gung mit der hier einzufithrenden Garkérpertheorie, denn daffl man Polynome iiberhaupt
kochen kann, ist sicherlich jedem bekannt, aber wann sind sie gar? Dieser Frage soll hier
nachgegangen werden.
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1 Grundlagen

Gegeben sei ein auf kleiner Flamme gekochtes Polynom p(X) € Q[X], d.h. es habe iiber €

(ein algebraisch abgeschlossener Korper) die Form

n

p(X)=c- [[(X —ap)™, ar € C,my € N.

k=0

Definition (Gabelfunktion)

p(X) heifit gar, wenn es so gerade eben zerfallt, nachdem man hineingestochen hat, wobei

die Gabelfunktion W : Q[X] — Q[X] definiert ist durch

n

U(p(X)) :=c- JI(X —ap)™(X? —17).

k=0

Definition (Garkorper und Kochzeit)

Den Zerfallungskérper Gy == Q(ay, ... ,a,,/17) des Polynoms ¥(p(X)) nennt man dann
den Garkoérper von p und k, := [G, : Q] die Kochzeit von p iiber G,,.

Beispiel
Das Polynom p(X) = X? 4 17 hat den Garkérper G, = Q(iv/17,1/17), also die Kochzeit
k, = 4.

Definition

Sind p(X),q(X) € Q[X] Polynome, so definiert man fiir das gebrochen-rationale (oder auch
dem durch Unterrithren von ¢ unter p entstandene) Polynom

= A
=)

k= |k, — k| und G, :=Gplan, ... o),

wobei aq, ... ,«a, die Nullstellen von ¢ in € sind.
Beispiel
Das gebrochene Polynom
p(X) _ X*+1
g(X) " X? -2

hat die Kochzeit 8, denn G, = Q(i,V/17),G, = Q (s, v/2,V/17) mit einer primitiven 3.
FEinheitswurzel (3, daher k. = |k, — k,| = |4 — 12| = 8.
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2 Aufgaben

Aufgabe 1

(0) Man zeige, dafl jedes Polynom vom Grad n schon bei einer Kochzeit von k > (n 4 2)!
ungenielbar wird.

Tip: Zeigen Sie zunéchst k, < (n + 2)!

(2) Man zeige, dafl hochstens gebrochen-rationale Polynome roh gegessen werden kénnen
und gebe mindestens drei Beispiele an.

(¢) Bestimme den Garkorper und die Kochzeit von

(i) p(X) = X% 17,

(i) po(X) = 55H2,

(iif) ps(X) = X* —59X? 4 714,
(iifi) pa(X) = CI=BXHD(XC42)

(X+1)
(o) Man zeige, dafl das Polynom
FIX) = (X—1)(XAH1)(X =) (X +i) (X —17)(X +e)(X =) (X +646T3446T367467) (X2 —2X +4)

nicht eflbar ist.

Aufgabe 2

Man beweise oder widerlege:
(i) Es gibt ein Polynom mit Kochzeit 17.

(ii) Es gibt kein Polynom mit Kochzeit 42.
Falls doch, reicht ein Gegenbeispiel vom Grad 17.

(iii) Wenn meine Frau Polynome zubereitet, sind sie leicht und irreduzibel.

(iiii) Ein charakteristisches Polynom gelingt immer und klebt nicht.



Teil V
Aufgaben zu Randgebieten der TDA

Da zu manchen Bereichen des mathematischen Schwachsinns (TDA) nur wenige Ideen vor-
handen waren - manchmal waren es nur Sétze oder Definitionen, die sich irgendwie gut
anhorten - wurden diese als Aufgaben formuliert.

Im folgenden eine kleine Auswahl, aber (Warnung!): die Losungen sind im Regelfall nicht
einfach und sehr kunstvoll. Gelegentlich wiirden bei Losungen sogar einige Forschungspreise
winken.

Die Aufgaben sollen dazu dienen, die Methodik der TDA zu erlernen und Randgebiete zu
erschlieflen.

Wir danken im besonderen noch Riidiger Vietze fiir die Mitarbeit bei der Erstellung der
Aufgaben.
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Aufgabe 1 (Gleichungssysteme)

Man 16se die folgenden Gleichungssysteme:
(i) x = 17y.
(i) = = 17y.

Tip: Verwenden Sie (i), und folgern Sie die Losung unter Zuhilfenahme einer promi-
nenten Funktion aus der Analysis.

(i) & = 17.
(iv) x =log 17.
Tip: Verwenden Sie (iii).

(V) 1+ 229 + 1562531625 = 1212125 x5 = 3453453x3; 21 = 34532524

Aufgabe 2 (Nullstellen)
Berechnen Sie die ganzzahligen Nullstellen der folgenden Polynome:
(i) fi(X)= X" —3233X" 4 567X — 76 X° + 54564 X7

(i) LX) =(X-DX+D)NX=-)(X+)(X-1T)(X+e)(X —m)
(X + 64673446736 7467)( X2 — 2X + 4).

Tip: Man finde jeweils die erste Nullstelle durch probieren und dividiere diese ab.

Aufgabe 3 (Ringhdmomorphismen)
Ein Ringhdmomorphismus ist eine Abbildung f: R — S von Ringen mit 1, so daf} gilt:

FO)A0 f()#L fla+b)#f(a)+ f(b)  flab)#f(a)f(b)
fiir alle a,b € R, a#b.

Geben Sie mindestens einen nicht-trivialen Ringhd&momorphismus an!

Aufgabe 4 (Hyperpluralfolgen)

Fine Folge von Substantiven (S,... ,5,) heiit Hyperplural-Folge der Ordnung n (kurz:
H,-Folge), wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

a) Die S; sind paarweise verschieden.
b) Fiir « < n gilt S;yq ist der Plural von S;.

Beispiel: (Herd, Herde, Herden) ist eine Hs-Folge.
Geben Sie drei weitere Hs- und mindestens eine H,-Folge (n > 3) an!
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Aufgabe 5 (Popgruppen)
Eine Gruppe G heifit Popgruppe, wenn fiir alle a,b € ¢ gilt
abba = 14.

Geben Sie drei paarweise nicht-isomorphe Popgruppen an!

Aufgabe 6 (Ackermann)

Man bestimme einen Naherungswert (Fehler < ) fiir ack(17,17), wobei ack(a,b) die aus
der Informatik und Logik bekannte und beliebte Ackermann-Petersche Funktion sei.

Aufgabe 7 (Fermat-einmal anders)

Es sei folgende Gleichung gegeben:
a”+b" ="
a) Man finde jeweils ein Losungstripel (a,b,c) € Z? fiir n = 1,2, fiir welches obige Glei-
chung erfiillt ist.
b) Man zeige, daB es fiir n > 17 keine Losungen (a,b,c) € Z? gibt.

Tip: Man benutze Induktion nach n. Der Induktionsanfang n = 17 ist trivial. Im
Induktionsschritt benutze man die Binomische Formel und den Satz von der geo-
metrischen Progression.

c¢) Gilt die Gleichung auch fiir n = 07

Aufgabe 8 (O)

Man erginze folgende Wortfragmente durch Finsetzen eines geeigneten Buchstabens fiir O
derart, daf} sich eine sinnvolle Bedeutung ergibt. In den Klammern sind Hinweise angegeben.

(i) DoO0Oe (Klosterfrau)
(ii) PaOamakalal (wichtiger Seeweg in Mittelamerika)
(iii) O (Variablenname fiir eine ganze Zahl > 0)
(iv) Prof. Dr. J. Elstrodt (ein Professorenname)

Aufgabe 9 (Imperative)

Finden Sie mindestens n Beispiele fiir zusammengesetzte Worte w = wv, mit folgenden
Eigenschaften:

(o) "u v !” ergibt einen Imperativ. (Bsp.: u="Gebar”, v="Mutter”)
() "u v 77 ergibt eine Frage. (Bsp.: u="Husten”, v="Bonbons”)

(7) 7w v” ergibt ein Wort, was weder die Eigenschaft () noch die Eigenschaft (3) hat
(Sogenannte Gellern-Waérter).
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Aufgabe 10 (gleichweit)

Eine Menge A heifit paarweise gleichweit voneinander entfernt, falls beziiglich einer
Norm |- | fiir alle a;, a;, ag,a; € A, i, k#l (1,7, k,1 € IN) gilt:

|ai — a;j| = [ax — aif

0) Zeigen Sie, dafi zwei Punkte in der Ebene IR? immer gleichweit voneinander entfernt
sind.

2) Zeigen Sie, daff es zu jedem n € IN einen normierten Raum R gibt, in dem n + 1
paarweise gleichweit voneinander entfernte Punkte existieren.

¢) Geben Sie eine Norm |- | und eine Teilmenge A C Z der Méachtigkeit 17 an, die die 17
enthalt und paarweise gleichweit voneinander entfernt ist.

Aufgabe 11 (Wohlunordnung)

Man nennt eine Menge A = {ay,... ,a,} wohlungeordnet, falls die Elemente ay,... ,a,
beziiglich einer Norm || : A — IN paarweise grofler sind, d.h. falls fiir alle i£j |a;| > |a;| gilt.

(i) Zeigen Sie: ay,... ,a, pw. > = ai,...,a, pw. verschieden.
(ii

) Gilt auch die Umkehrung in (i) ?
(iii) Zeigen Sie: (Z/2Z,]| - ||) mit der Norm ||Z|| = |2| bildet eine Wohlunordnung.
)

(iv) Formulieren Sie das Lemma von Haf3 (eine Analogie des Lemmas von Zorn) fiir
induktiv wohlungeordnete Mengen.

Tip: Jedes Element einer wohlungeordneten Menge ist gleichzeitig das kleinste und das
grofte Element dieser Menge.

Aufgabe 12 (Querzahlen)

Es seien quer:IN — IN die primitiv-rekursive Funktion mit quer(n):= Quersumme von n und
suc:IN — IN die Nachfolgerfunktion suc(n) = n+ 1. Bestimme alle Zahlen n, auf die folgende
Eigenschaften zutreffen:

a) quer(n)+suc(quer(n)) =n (additive Querzahlen).
b) quer(n)-suc(quer(n)) = n (multiplikative Querzahlen).

c) Zeigen Sie weiterhin:
auf eine Person Threr Wahl!

Aufgabe 13 (Hochzeit)

Es seien Ry, Ry Ringe mit 17, und M; seien R;-Moduln fiir ¢ = 1, 2.
Eine Abbildung
h: M1 — M2

heift Hochzeit, falls die Ringe Ry und R, unter dieser Abbildung getauscht werden. Die
Ringe R; und R; heilen dann Eheringe.

Geben Sie ein nicht-triviales Beispiel fiir eine Hochzeit h und Eheringe Ry, R, an!
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Aufgabe 14 (kainsche Gruppen)
Eine Gruppe (G, 0) heifit kainsch, falls fiir alle a,b € G, a#b und a, b#e gilt:

aob#boa.

Man finde geeignete Verkniipfungen oz und oz/(;7), welche Z bzw. Z /(17) zu einer kainschen
Gruppe machen.

Aufgabe 15 (isomorphe Sprachen)

Gib mindestens drei Sprachen an, die isomorph zu Deutsch sind.

Tip: Man suche einen geeigneten Sprachen-Einbettungs-Isomorphismus von IN nach IN,
nachdem man die deutsche Sprache arithmetisiert hat.

Aufgabe 16 (ehemals Kirchen)

777

Aufgabe 17 (stumpf)
Losen Sie Aufgabe 17.



